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     y1=2(1)-1=1فنحصل على  xنجد أولا نقطة التماس وذلك بتعويض قيمة  --- الحل :

     m=2أي    y/=2ثم نجد بعد ذلك الميل    (1,1)أي إن نقطة التماس هي 
  ثم نطبق معادلة المماس 

0120122122
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= yxyxyx

x
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  نطبق معادلة العمود على المماس 

  0320122122
1
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yxxyxy
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m
   

ومن تطبيقات المشتقة أيضاً السرعة والتعجيل حيث إن السرعة هي المشتقة الأولى التعجيل هو المشتقة الثانية وهذا 
  المخطط يوضح ذل

  ل                               التفاضل   التفاض                                                       
  

S(t)                                      ds/dt                                   dv/dt          
  الإزاحة                         السرعة                        التعجيل                                                                 
                                                  g(t)                                v(t)  

الإزاحة  p(t)حيث أن    S=p(t)=t3+2t2+7جسم تحرك بخط مستقيم حسب العلاقة   --- :مثال 
  يتين  بالثواني جد سرعة الجسم وموضعه وتعجيله بعد ثان  tبالأمتار والزمن 

     t = 2الزمن  --- الحل :
P(2)=23+2(2)2+7=8+8+7=23 m 
V(t)=3t2+4t 
V(2)=3(2)2+4(2)=12+8=20 m/s 
g(t)=6t+4 
g(2)=6(2)+4=16 m/s2  
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  الحل :ــ

  

  

  
  
  
  
  
  



 ٦٧

  
)0(30)0(9)0(55  فنحصل على xنجد أولا نقطة التماس وذلك بتعويض قيمة  --- الحل : 23 =++−=f     

)(963)0(3)0(6)0(99 ثم نجد بعد ذلك الميل    (0,5)أي إن نقطة التماس هي  22 =+−=′⇒+−=′ fxxxf  
  معادلة المماس هي 

059)0(95)( 11 =−−⇒−=−⇒−=− xyxyxxmyy  

  
)2()32(1  فنحصل على xنجد أولا نقطة التماس وذلك بتعويض قيمة  --- الحل : 3 −=−=f     

)(3)3()2(3)32(3 ك الميل ثم نجد بعد ذل   (1-,2)أي إن نقطة التماس هي  22 =−=′⇒−=′ fxxf  
  معادلة المماس هي 

0730631)2(3)1()( 11 =+−⇒=+−+⇒−=−−⇒−=− xyxyxyxxmyy  
  معادلة العمود على المماس هي 
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1
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=− xyxyxyxx
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  فنحصل على xنجد أولا نقطة التماس وذلك بتعويض قيمة  --- :الحل 

2121
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)1(2)1()1(
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+−
+−−−=−f     

 عد ذلك الميل ثم نجد ب   (1,2-)أي إن نقطة التماس هي 
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  معادلة المماس هي 

0115305563)1(
3

5
2)( 11 =−−⇒=+=−⇒+=−⇒−=− xyxyxyxxmyy  

   
  إذا كان المماس يوازي محور السينات فهذا يعني أن المشتقة تساوي صفر الحل :ــ 

1,..30)1)(3(032

3...........0963963)(
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−==⇒=+−⇒=−−

÷=−−⇒−−=′

xxxxxx

xxxxxf
  

)23,3(......2342727274)3(9)3(33)3( 23 −∴−=+−−=+−−=f  

)9,1(.....949314)1(9)1(3)1()1( 23 −−∴−=++−−=+−−−−−=−f  

  
  يوازي المستقيم  فهذا يعني أن ميل المستقيم يساوي ميل المنحني وميل المنحني يعني المشتقة  إذا كان المماسالحل :ــ 

  )  yعلى معامل   xأما ميل المستقيم فهو يساوي ( ناقص معامل 
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 ٦٨

  
  الحل :ــ
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  الحل :ــ
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ms .1179617)1(9)1(61)1( 23 =++−=++−=  
21260126)(). =⇒−=⇒−=′ ttttvb  

ms .97182487)2(9)2(62)2( 23 =++−=++−=  

  
  الحل :ــ 

22الكلفة الحدية 
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  الحل :ــ 

)(2الكلفة الحدية  −=′= xxcMC  
  ثم نشتق الدالة   xالقسمة على   أولاكلفة الكلية يجب لكي نجد دالة معدل ال
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 ٧١

  

  
  القیم العظمى والصغرى ومناطق التزاید والتناقص نتبع ما یلي    لكي نجد 

  )   نشتق الدالة ١

    x)   نساوي المشتقة بالصفر ونجد قيمة ٢
     yالدالة الأصلية لكي نجد قيمة في   x)   نعوض قيمة ٣

نجد إشارة المشتقة على خط الإعداد حيث الإشارة  القیم العظمى والصغرى ومناطق التزاید والتناقص)   لتحديد ٤

  الموجبة تعني تزايد الإشارة السالبة تعني تناقص 

  f(x) = x2-2x:  جد النهايات العظمى والصغرى ومناطق التزايد والتناقص للدالة  مثال
  الحل :  

f /(x) = 2x-2  →  2x-2 = 0  →  x = 1 
f(1) = (1)2 -2(1) = -1   

  ------------- +++++++++++           f /(x)إشارة          (1-,1) إذا النقطة هي

                                                                       ١         
  

f /(0) = 2(0)-2 = -2   f /(2) = 2(2)-2 = 2 
  تمثل نهاية صغرى محلية   (1-,1)من الإشارة السالبة إلى الإشارة الموجبة لذلك  لتم الانتقا

   R x > 1}  ∈   { x : xمناطق التزايد =                    
  R x < 1}  ∈   { x : xمناطق التناقص =                    

  f(x) =4x - x2:  جد النهايات العظمى والصغرى ومناطق التزايد والتناقص للدالة  مثال
  الحل :  

f /(x) = 4- 2x  →  4- 2x = 0  →  x = 2 
f(2) =4(2)- (2)2 = 4   



 ٧٢

  ++++++++++++++     -------------            f /(x)إشارة       (2,4) إذا النقطة هي

                                                                       ٢        
  

f /(1) =4- 2(1) = 2   f /(3) =4- 2(3) = -2 
تمثل نهاية عظمى محلية       (2,4)من الإشارة الموجبة  إلى الإشارة السالبة لذلك  لتم الانتقا

   R x < 2}  ∈   { x : xمناطق التزايد = 
  R x > 2}  ∈   { x : xمناطق التناقص =           

   f(x) = x3-12xجد النهايات العظمى والصغرى ومناطق التزايد والتناقص للدالة :   مثال
  الحل :  

f /(x) = 3x2- 12  →  3x2- 12  = 0  →  x2 = 4 → x = 2   ,  x = -2   
f(2) = (2)3-12(2) = -16  
f(-2) = (-2)3-12(-2) = 16  

  ++++++++--- -- -----++++++++  f /(x)إشارة     , (2,16-)  (16-,2) إذا النقاط هي

                                                                  ٢              -2     
  

f /(-3) =3(-3)2-12=15 , f /(0) =3(0)2-12=-12   , f /(3) =3(3)2-12=15   

   تمثل نهایة عظمى محلیة   (2,16-)تمثل نهایة صغرى محلیة والنقطة  (16-,2) إذا

   R x < -2}  ∈   { x : xمناطق التزايد =     
  R x > 2}  ∈   { x : xمناطق التزايد =     
      (2,2-)مناطق التناقص  الفترة    

   f(x) = x3+2:  جد النهايات العظمى والصغرى ومناطق التزايد والتناقص للدالة  مثال
  الحل :  

f /(x) = 3x2  →  3x2  = 0  →  x2 = 0 → x = 0     
f(0) = (0)3+2 = 2  

  +++++++++++++ ++++++++++++++     f /(x)إشارة                              
                                                                   ٠               

      
f /(-1) =3(-1)2=3 , f /(1) =3(1)2= 3      

  هي نقطة حرجة   والدالة في حالة تزايد   (0,2) نقطةالإذا 
   f(x) = x4-2x2+1:  جد النهايات العظمى والصغرى ومناطق التزايد والتناقص للدالة  مثال

           f /(x) = 4x3-4x  →  4x3-4x  = 0  →  x3-x = 0 → x(x2-1) =0 حل :ال
x =0    ,   x = 1   ,    x = -1      
f(0) = (0)4-2(0)2+1 =1  ,  f(1) = (1)4-2(1)2+1 = 0   , f(1) = (1)4-2(1)2+1 = 0  

     , (1,0-) ,  (1,0)   (0,1) إذا النقاط هي

 --------- +++++++++++----------+++++++++          f /(x)إشارة 



 ٧٣

                                    ٠                ١                 -1 

  صغرى  (1,0)عظمى    (0,1)صغرى  (1,0-) طانقالإذا 

  

  

  



 ٧٤

  

  

  

  
  الحل :ــ 

  

  

  

  



 ٧٥

  

  
  

  

  

  

  

  

  
 a   جد قيمة x = 1تمتلك نقطة نهاية صغرى محلية عند     f(x) = x2+ax+3: إذا كانت الدالة مثال 
Є R  

 x=1الحل: نلاُحظ إن الدالة تمتلك نقطة نهاية صغرى أي إن المشتقة الأولى تساوي صفر عند 
f /(x) = 2x+a → 2x+a = 0 → 2(1)+a = 0 → a = -2  

  جد قيمتي كل من   (1,4)تمتلك نقطة حرجة     f(x) = 3+bx+cx2: إذا كانت الدالة  مثال 
 c ,b Є R     
  x , yتنتمي إلى الدالة أي بمعنى تحقق معادلة الدالة لذلك نعوض عن قيم كل من   (1,4)الحل :  

  فنحصل على 
3+b(1)+c(1)2 = 4 → 3+b+c = 4 →b+c = 1   -------(1) 

  نقطة حرجة أي المشتقة الأولى تساوي صفر   (1,4)
f /(x) = b+2cx → b+2cx = 0→ b+2c(1) = 0→ b+2c = 0 →b=-2c -------(2) 

  )  فنحصل على ١) في (٢نعوض (
-2c+c = 1  → c = -1 → b = -2(-1) = 2  

جد قيمتي    (1,2-)تمتلك نقطة نهاية عظمى هي    f(x) = x3+bx2+cx+1: إذا كانت الدالة  مثال 
  c ,b Є Rكل من 

  x , yعادلة الدالة لذلك نعوض عن قيم كل من تنتمي إلى الدالة أي بمعنى تحقق م  (1,2-) الحل :  
  فنحصل على

(-1)3+b(-1)2+c(-1)+1 = 2 → -1+b –c +1= 2 → b – c = 2------(1) 
f /(x) = 3x2+2bx +c → 3(-1)2+2b(-1) +c = 0 → c = 2b -3 ------(2)  
b –( 2b -3 ) = 2 → b -2b+3 = 2 → -b =2 -3 → b = 1 → c = 2(1) -3 = -1  
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 ٧٧

  
  الحل :ــ

)1,0(..110)0(00044)(). 4333 −∴−=−=⇒=⇒=⇒=⇒=′ fxxxxxfa  

  ------ - -------++++++++++++       f /(x)إشارة  نهاية صغرى    (1-,0) إذا النقطة هي
                                                                       0         

  
f /(-1) = 4(-1)3 = -4   f /(2) = 4(2)3 = 32 

   R x > 1}  ∈   { x : xمناطق التزايد =                    

  R x < 1}  ∈   { x : xمناطق التناقص =                    
)0,0(.00)0(00033)(). 3222 ∴==⇒=⇒=⇒=⇒=′ fxxxxxfb  

  ++++++++++++++++++++ +++++++     f /(x)إشارة                              
                                                                   ٠               

      
f /(-1) =3(-1)2=3 , f /(1) =3(1)2= 3      

  هي نقطة حرجة   والدالة في حالة تزايد   (0,2) إذا النقطة

)0,1(.0)11()1(1010)1(0)1(3)1(3)(). 3222 ∴=−==⇒=−⇒=−⇒=−⇒−=′ fxxxxxxfc  

  +++++++++++++ ++++++++++++++     f /(x)إشارة                              
                                                                    ١                

      
f /(0) =3(0-1)2=3 , f /(2) =3(2-1)2= 3      

  هي نقطة حرجة   والدالة في حالة تزايد   (1,0) إذا النقطة

)20,2(.....2048368)2(24)2(92)2(

)16,4(.169614464)4(24)4(94)4(2...,40)2)(4(

0863......02418324183)().
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f

fxxxx

xxxxxxxfb

  

  ++++++++++------ -----++++++++              f /(x)إشارة     , (4,16)  (2,20) إذا النقاط هي

                                                                           4                 2     
  



 ٧٨

f /(5) = + , f /(0) = +   , f /(3) = -   

   تمثل نهایة عظمى محلیة   (2,20)صغرى محلیة والنقطة  تمثل نهایة (4,16)إذا 

  x : x }   ∋  {R x > 4مناطق التزايد =     x : x }   ∋  {R x < 2مناطق التزايد =     
      (2,4)مناطق التناقص  الفترة    

)4,1(....4)1(1

)4,1(....43)1(21)1(1)....,3,0(..33)0(20)0(0

0)1)(1(04.....04444)().
2424

333

−−∴−=−⇒−=

−∴−=−−=⇒=−∴−=−−=⇒=

=+−⇒=−⇒÷=−⇒−=′

fx

fxfx

xxxxxxxxxxfe

  

 --------- +++++++++++----------+++++++++          f /(x)إشارة 
                                    ٠                ١                 -1 

  صغرى  (1,0)عظمى    (0,1)صغرى  (1,0-) طانقالإذا 

  R x > 1}  ∈   { x : xمناطق التزايد = (1,0-)   مناطق التزايد =     

   R x < -1}  ∈   { x : xمناطق التناقص  =     (0,1)مناطق التناقص  الفترة    

)32,3(....323)3(45)3(3)....,5,0(..50)0(45)0(0

0)3(034.....0412412)().
4343

2323232

∴=−+=⇒=∴=−+=⇒=

=−⇒=−⇒÷=−⇒−=′

fxfx

xxxxxxxxxff
  

  +++++++++++++++++++++--------                f /(x)إشارة     , (0,5)  (3,32) إذا النقاط هي

                                                                            ٠                ٣   
  

f /(-1) = + , f /(1) = +   , f /(4) = -    

   تمثل نهایة عظمى محلیة   (3,32)والنقطة  نقطة حرجة تمثل  (0,5)إذا 

   R x < 0}  ∈   { x : xمناطق التزايد =     
      (2,2-)الفترة  التزايدمناطق    

  R x > 3}  ∈   { x : xمناطق التناقص =     

)1,1(143)1(4)1(3)1(1)..0,0(....0)0(4)0(3)0(0

0)1(012......012121212)().
3434

2232323

−−∴−=−=−+−=−⇒−=∴=+=⇒=

=+⇒=+⇒÷=+⇒+=′

fxfx

xxxxxxxxxfg

  

  --------------------- ++++++++               f /(x)إشارة     , (0,0)  (1-,1-) إذا النقاط هي

                                                                            ٠                -1   

   محلیة  تمثل نهایة صغرى   (0,0)والنقطة  نقطة حرجة تمثل  (1-,1-)إذا 

  R x > 0}  ∈   { x : x=  التزايد مناطق    

   R x < -1}  ∈   { x : xمناطق التناقص =     
      (1,0-)قص الفترة التنا مناطق   

  
  الحل :ــ
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 ٧٩

  
  الحل :ــ

2)1(21121

)2.....(20)(22)()...1......(1)1()1(34 2
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abbbb

baxbabxaxfbaba

  أي تصبح المعادلة بالشكل التالي 

xxfxxxf 22)(23)( 2 −=′⇒−+=  

  ++++++++++++++     -------------            f /(x)إشارة                                  
                                                                       ١        

  
  تمثل نهاية عظمى  (1,4)من الإشارة الموجبة  إلى الإشارة السالبة لذلك  لتم الانتقا

  
  
  
  
  

  نقطة الانقلاب ومناطق التحدب والتقعر
نقلاب إذا كانت           نقطة ا  (z ,f(z))تنتمي إلى مجال الدالة فان    zدالة فإذا كانت    fلتكن  

f //(z) = 0  وان النقطة(z ,f(z))   تفصل التحدب عن التقعر وبالعكس  
  لا تمثل نقطة انقلاب  (z ,f(z))ولكن النقطة  f //(z) = 0ملاحظة : قد تكون 

      f(x) = (x-1)4جد إن وجدت نقطة الانقلاب ومناطق التحدب والتقعر للمنحني  مثال:
  الحل: 

f /(x) = 4(x-1)3  → f //(x) = 12(x-1)2 →12(x-1)2 = 0 → x =1 
f(1) = (1-1)4 = 0    

قOد تكOون نقطOة انقOلاب لتحديOد ذلOك نجOد إشOارة المشOتقة الثانيOة علOى خOط  (1,0)النقطة هي 
  الأعداد 

  إشارة المشتقة الثانية        ++++++++++++++++++++++++++++      
                                                        ١  

 f //(2) = 12(2-1)2 = 12  
 f //(-1) = 12(-1-1)2 = 24  

لا تمثل نقطة انقلاب والدالة  (1,0)لذلك  ١نلاُحظ أنهُ لم تتغير إشارة المشتقة الثانية حول 
  في حالة تقعر  

      f(x) = x3+2ومناطق التحدب والتقعر للمنحني  جد إن وجدت نقطة الانقلاب مثال:
  الحل:

f /(x) = 3x2  → f //(x) = 6x →6x = 0 → x =0 
f(0) = (0)3+2 = 2   

قOد تكOون نقطOة انقOلاب لتحديOد ذلOك نجOد إشOارة المشOتقة الثانيOة علOى خOط  (0,2)النقطة هي 
  الأعداد 



 ٨٠

     -------------إشارة المشتقة الثانية          +++++++++++++     
                                                        ٠        

f //(1) =6(1)= 6  
f //(-1) =6(-1) = -6  

  تفصل بين الإشارة السالبة والموجبة لذلك تمثل نقطة انقلاب   (0,2)نلاُحظ أن النقطة 
   R x < 0}  ∈   { x : xمناطق التحدب =     
  R x > 0}  ∈   { x : xمناطق التقعر  =     

      f(x) = x4-4x3ومناطق التحدب والتقعر للمنحني  جد إن وجدت نقطة الانقلاب مثال:
  الحل:

f /(x) = 4x3-12x2  → f //(x) = 12x2-24x →12x2-24x  = 0 → x2-2x = 0  
  x(x-2) = 0 → x = 0   ,  x = 2 
f(0) = (0)4-4(0)3 = 0        
f(2) = (2)4-4(2)3 = -16       

  +++++++++++      ---------إشارة المشتقة الثانية          +++++++++ 
                                            ٠              ٢        

f //(3) = (3)2-2 (3) = 3   
f //(1) = (1)2-2 (1) = -1  
f //(-1) = (-1)2-2 (-1) = 3    

تفصل بين الإشارة السالبة والموجبة لذلك تمثل نقاط  (0,0) (16-,2)نلاُحظ أن النقاط 
  انقلاب  

   R x < 0}  ∈   { x : xالتقعر =  مناطق    
  R x > 2}  ∈   { x : xمناطق التقعر  =     

  {(0,2)}= مناطق التحدب 
     f(x) = x3-3x2 -9x+5ق التحدب والتقعر للمنحني جد إن وجدت نقطة الانقلاب ومناط مثال:
  الحل:

f /(x) = 3x2-6x-9  → f //(x) = 6x-6 →6x-6 = 0 → x-1 = 0 →x =1  
f(1) = (1)3-3(1)2 -9(1)+5= -6       

        -------------إشارة المشتقة الثانية      +++++++++++++++     
                                                       ١            

f //(2) = 6(2)-6  = 6  f //(0) = 6(0)-6 = -6  
  تفصل بين الإشارة السالبة والموجبة لذلك تمثل نقطة انقلاب   (6-,1)نلاُحظ أن النقطة 

   R x < 1}  ∈   { x : xالتحدب =  مناطق    
  R x > 1}  ∈   { x : xمناطق التقعر  =     
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  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ـالحل :ـ
4)(44)().1 =′′⇒−=′ xfxxf  

  لا توجد نقط انقلاب والدالة في حالة  تقعر 

)0,0...(0)0()0(3)0(

0066)(33)().2
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2
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f

xxxxfxxf
  

  ++++      ++++++++++---------------إشارة المشتقة الثانية           
                                                       ٠            

f //(2) = -6(2) = -12   f //(-1) = -6(-1) = 6  
  نقطة انقلاب   (0,0) 

   R x < 0}  ∈   { x : x=   مناطق التقعر    

  R x > 0}  ∈   { x : x=    مناطق التحدب 

)2,1...(2)1(3)1()1(

106666)(63)().3
23

2

−−=−=
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f
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        -------------إشارة المشتقة الثانية      +++++++++++++++     
                                                       ١            

f //(2) = 6(2)-6  = 6  f //(0) = 6(0)-6 = -6  
  تفصل بين الإشارة السالبة والموجبة لذلك تمثل نقطة انقلاب   (6-,1)نلاُحظ أن النقطة 

   R x < 1}  ∈   { x : xمناطق التحدب =     

  R x > 1}  ∈   { x : xمناطق التقعر  =     
)0,0(0)0(002020)(5)().4 334 ∴=⇒=∴=⇒=′′⇒=′ fxxxxfxxf  

        -------------إشارة المشتقة الثانية      +++++++++++++++     
                                                       0            

f //(1) = 20  ,   f //(-1) = -20   
  تفصل بين الإشارة السالبة والموجبة لذلك تمثل نقطة انقلاب   (0,0)نلاُحظ أن النقطة 



 ٨٤

   R x < 1}  ∈   { x : xمناطق التحدب =     

  R x > 1}  ∈   { x : xمناطق التقعر  =     

)3,2(...33)22()2(
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f
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        -------------ة الثانية      +++++++++++++++إشارة المشتق     
                                                       ٢            

f //(3) = 6(3-2) = 6  ,   f //(1) = 6(1-2) = -6    
  تفصل بين الإشارة السالبة والموجبة لذلك تمثل نقطة انقلاب   (0,0)نلاُحظ أن النقطة 

   R x < 2}  ∈   { x : xق التحدب = مناط    

  R x > 2}  ∈   { x : xمناطق التقعر  =     
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  +++++++++++      ---------إشارة المشتقة الثانية          +++++++++ 
                                            1              -1        

   R x < -1}  ∈   { x : xمناطق التقعر =     

  R x > 1}  ∈   { x : xمناطق التقعر  =     
  {(1,1-)}= مناطق التحدب 

)0,1...(013311)1(3)1(3)1()1(

106666)(363)().7
23

2

−=+−+−=+−+−+−=−

−=∴=+⇒+=′′⇒++=′

f

xxxxfxxxf
  

        -------------إشارة المشتقة الثانية      +++++++++++++++     
                                                       -1            

  تفصل بين الإشارة السالبة والموجبة لذلك تمثل نقطة انقلاب   (1,0-)نلاُحظ أن النقطة 

   R x < -1}  ∈   { x : xمناطق التحدب =     

  R x > -1}  ∈   { x : xمناطق التقعر  =     
  
  
  
  
  

  | ملاحظة للإجابة على أسئلتكم واستفساراتكم يمكنكم الاتصال على الرقم 
 Ibrahim.ali1972@yahoo.comأو على الإميل       ٠٧٧٠١٧٣٤٥٦٩ \م 
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   مثال : 



 ٨٨

  الحل :ــ

  

  
  

  

  

  
  باستخدام معلوماتك في التفاضل   f(x) = x2- 6x +8ارسم منحني الدالة  ال :مث

  الحل : 
بالصفر ونجد قيمة    yثم نعوض عن قيمة  yبالصفر ونجد قيمة   x لكي نجد نقاط التقاطع مع المحورين نعوض عن 

x    
f(0) = (0)2- 6(0) +8 = 8  → (0,8)    
x2- 6x +8 = 0  →(x-4)(x-2) = 0  → x = 4   ,  x = 2 → (4,0)  , (2,0) 

  ونقط الانقلاب الخطوات معروفة  القيم العظمى والصغرى ومناطق التزايد والتناقصنجد 
f /(x) = 2x-6  →  2x-6 = 0  →  x = 3 
f(3) = (3)2- 6(3) +8 = -1      

  ----------- --+++++++++++                      f /(x)إشارة          (1-,3) إذا النقطة هي

                                                                                 ٣         
  

f /(2) = 2(2)-6 = -2   f /(4) = 2(4)-6 = 2 
  تمثل نهاية صغرى محلية   (1-,3)من الإشارة السالبة إلى الإشارة الموجبة لذلك  لتم الانتقا

   R x > 3}  ∈   { x : xاطق التزايد = من                   



 ٨٩

  R x < 3}  ∈   { x : xمناطق التناقص=                   
  f //(x) = 2 → 2 = 0هذه العبارة خاطئة        

   إذاً لا توجد نقط انقلاب والدالة في حالة تقعر 
                                      y 

  
                                    (0,8)        

  
  
  
  
  
  
x  
                 (4,0)     (2,0)    

                      (3,-1) 

  
  باستخدام معلوماتك في التفاضل   f(x) =2x- x2ارسم منحني الدالة  مثال :
  الحل :

x = 0 →  f(0) =2(0)- (0)2 = 0 →(0,0) 
y = 0 → x(2-x) = 0 → x = 0  ,  x = 2   →(2,0) 
f /(x) =2- 2x →  2- 2x  = 0  →  x = 1 
f(1) =2(1)- (1)2 = 1   

  ++++++++++++++++-- -- ---------                  f /(x)إشارة          (1 ,1) إذا النقطة هي

                                                                                 ١         
  محلية  عظمى تمثل نهاية   (1 ,1)من الإشارة الموجبة إلى الإشارة السالبة لذلك  لتم الانتقا

   R x < 1}  ∈   { x : xمناطق التزايد =                    

  R x > 1}  ∈   { x : xمناطق التناقص=                   
  f //(x) = -2 → -2 = 0هذه العبارة خاطئة        

   إذاً لا توجد نقط انقلاب والدالة في حالة تحدب  
                                      y  

                                             
  

                                 (1,1)  
                                       

x                                      (0,0) 
                        (2,0)    

                            
  

  
  
  
  
  

  باستخدام معلوماتك في التفاضل   f(x) =2x3-6xارسم منحني الدالة  مثال :



 ٩٠

  الحل : 
x = 0 →  f(0) =2(0)3-6(0) = 0 →(0,0) 
y = 0 →2x3-6x = 0 →x(x2-3) = 0 → x = ±√3 → (±√3,0)  
f /(x) =6x2-6 →  6x2-6 = 0  →  x = 1  ,  x = -1  
f(1) =2(1)3-6(1) = -4 → (1,-4)  
f(-1) =2(-1)3-6(-1) = 4 → (-1, 4)  

  ++++++++----- -- ----+++++++                 f /(x)إشارة     , (1,4-)  (4-,1) إذا النقاط هي

                                                                           ١                 ١-       
  

   تمثل نهایة عظمى محلیة   (1,4-)تمثل نهایة صغرى محلیة والنقطة  (4-,1)إذا 

   R x < -1}  ∈   { x : xمناطق التزايد = 

  R x > 1}  ∈   { x : xمناطق التزايد =     
      (1,1-)مناطق التناقص  الفترة    

f //(x) = 12x → 12x = 0 → x = 0 
     ----------------+++++++++++++                 إشارة المشتقة الثانية        

                                                                 ٠        
  تفصل بين الإشارة السالبة والموجبة لذلك تمثل نقطة انقلاب   (0,0)نلاُحظ أن النقطة 

   R x < 0}  ∈   { x : xمناطق التحدب =     

  R x > 0}  ∈   { x : xمناطق التقعر  =     
y                                                   

  
                                               

(-1,4)                                                         
                                              

  
  

                                       
                                                      

x                                      (0,0) 
                             

                            
  
  
  

                             (1,-4) 
  
  
  
  



 ٩١

  
  باستخدام معلوماتك في التفاضل   f(x) = 4 - 6x - x2ارسم منحني الدالة  :)١

  الحل :
x = 0 →  f(0) = 4 - 6(0)- (0)2 = 4 →(0,4) 
f /(x) = - 6 - 2x →  - 6 - 2x  = 0  →  x = - 3 
f(3) = 4 - 6(-3) - (-3)2 = 4 + 18 – 9 = 13    

  ++++++++++++++++----- --------               f /(x)إشارة          (13 ,3 -) إذا النقطة هي

                                                                                 ٣-         
  محلية  عظمى تمثل نهاية   (13 ,3 -)من الإشارة الموجبة إلى الإشارة السالبة لذلك  لتم الانتقا

   x : x }     {3- > مناطق التزايد =                   
  x : x }     {3- < مناطق التناقص=                   

  f //(x) = -2 → -2 = 0ة    هذه العبارة خاطئ    
   إذاً لا توجد نقط انقلاب والدالة في حالة تحدب  

                                      Y  ( - 3, 13) 
                                             

  
                                   ( 0,4) 

                                       
x                                       

                         
                            

  
  باستخدام معلوماتك في التفاضل  f(x) = 3x - x3ارسم منحني الدالة  : )٢

  الحل : 

)2,1(..2)1()1(3)1(1),..2,1(...21)1(3)1(1
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 ٩٢

  --------- +++++++++++----- ---                                                  f /(x)إشارة 
                                                                           ١                 ١-       

  

   تمثل نهایة عظمى محلیة   (1,2)تمثل نهایة صغرى محلیة والنقطة  (2-,1-)إذا 

   x : x }     {1- >=  التناقصمناطق 
  x : x }     {1 <= اقص التنمناطق 

      (1,1-)الفترة   التزايد مناطق   
f //(x) = -6x → -6x = 0 → x = 0 

     ++++++++++++++++++++----------------             إشارة المشتقة الثانية        
                                                                 ٠        

  تفصل بين الإشارة السالبة والموجبة لذلك تمثل نقطة انقلاب   (0,0)النقطة  نلاُحظ أن
   x : x }     {0 >= مناطق التقعر     
                                               x : x }     {0 <=  مناطق التحدب  

                                       y                                              
  

                                 (1,2) 
                                       

                                                      
                                      (0,0) 

               x              
                            

                                            
                                           (-1,-2)  

  
  
  باستخدام معلوماتك في التفاضل   f(x) =( x- 1)3ارسم منحني الدالة  :)٣

  الحل :

)0,1(...10)1(3.....0)1(3)1(3)(
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  ++++++++++++++++++++++++++++++                                f /(x)إشارة               
                                                                                 ١         

  

   R x < 1}  ∈   { x : xمناطق التزايد =                    

  R x > 1}  ∈   { x : x=التزايد مناطق                    
)0,1(...10)1(6)1(6)( ∴=⇒=−⇒−=′′ xxxxf  

  أي أن النقطة نقطة انقلاب 
     ---------------- --+++++++++++++++++            إشارة المشتقة الثانية        

                                                                   ١  
   x : x }     {1 >=     مناطق التحدب
                                               x : x }     {1 <=     مناطق التقعر 

  
  

                                      y  
                                             



 ٩٣

  
                                  

                                       
x                                       

                           (1,0)    
                                   (0,-1) 

  

  
  
  
  باستخدام معلوماتك في التفاضل  f(x) = x3 - 2x2 +1 ارسم منحني الدالة  : )٤

  الحل : 
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  +++++++++++-----------+++++++++                                                 f /(x)إشارة 

                                                                           4/3               ٠       
  

(إذا 
27

5
,

3

4
(

   ظمى محلیة تمثل نهایة ع )1,0(تمثل نهایة صغرى محلیة والنقطة −

f //(x) = -6x → 6x -4 = 0 → x = 2/3  
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     ---------------- --+++++++++++++++++            إشارة المشتقة الثانية        
                                                                 2/3        

   x : x }     {2/3 >=  مناطق التحدب
      x : x }     {2/3 <= مناطق التقعر   

                                       y                                              
  

                                                                     
                                                      

                                        (0,1)  
              

               x              
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  الحل :ـ
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  الحل :ـ
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 وحاصل ضرب أحدهما في مربع الآخر أكبر ما يمكن .   ٧٥.مثال :ـ  جد عددين موجبين مجموعهما  

  الحل : 
    yوالعدد الثاني     xنفرض العدد الأول   
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  الدالة أكبر ما يمكن  هناك قيمتين نأخذ النهاية العظمى لأن
  --------- +++++++++++----------                            /mإشارة  

                                                    ٥٠                 0 
   x = 75 – 50 = 25ومنها     y = 50أي أن  

  
  
  

    cm⋅28ن طول كل من ساقيه  مثال :ـ .  جد اكبر مساحة لمثلث متساوي الساقي



 ٩٨

  الحل :
    yوارتفاعه    2xنفرض أن قاعدة المثلث هي 

        
  

                                                          cm⋅28   
                                                                           y  

                                                                  X     
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    cm2 16مثال :ـ.  جد أقل محيط ممكن للمستطيل الذي مساحته  
  الحل : 

     x  ,  yنفرض أن أبعاد المستطيل هي   
  P = 2x + 2y …….(1)   
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                                                  ++++++++++++++ -------------    
                                                                       ٤        

x = 4    تمثل نهاية صغرى  
  y = 4   

P = 2(4) + 2(4) = 16 cm 
3125لأعلى سعتها. حاوية اسطوانية الشكل مفتوحة من ا ١١ cm⋅π    جد أبعادها عندما تكون مساحة المعدن

  المستخدم في صنعها اقل ما يمكن . 
  الحل : 

  
  المساحة = المساحة الجانبية + مساحة القاعدة 
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x = 6 .m   تمثل نهاية صغرى  
  y = 108/36 = 3 .m    
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   yوالارتفاع هو   xنفرض أن طول ضلع القاعدة هو 
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x = 3 .m  ة صغرى تمثل نهاي  
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  مثال : احسب قيمة التكامل
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 [2,2-]على الفترة        xوالمحور  f(x) = 4 - x2مثال : جد المساحة المحددة بين المنحني 

     x = ±2أي قيم x2 = 0 - 4  الحل :

  



 ١٢٢

 [0,5]على الفترة     xوالمحور  f(x) = 3 - xال : جد المساحة المحددة بين المنحني مث
     x = 3أي قيم x = 0 - 3  الحل :

  

  

  

  

  

  



 ١٢٣

  

  

  

  



 ١٢٤

  

  

  

  
  ل :الح

    xنجد أولا نقاط التقاطع مع المحور  
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  الحل :

    xنجد أولا نقاط التقاطع مع المحور  

]3,2[20)1)(4(043 2224 −∈=⇒=+−⇒=−− mxxxxx  
  [2,3]  ,  [2,2-]أي أن فترات التكامل هي  

5

176

5

24064
48

5

64

24
5

32
24

5

32
)168

5

32
()168

5

32
(]4

5
[)43( 2

2
3

2

2

5
24

1

−
=

−
=−=

−+−=++
−

−−−=−−=−−= −

−
∫ xx

x
dxxxA

  

5

136

5

75211
15

5

211

24
5

32
39

5

243
)168

5

32
()1227

5

243
(]4

5
[)43( 3

2
3

3

2

5
24

2

=
−

=−=

+−−=−−−−−=−−=−−= ∫ xx
x

dxxxA

  

5

312

5

136

5

176
21 =+=+= AAA  

  
  الحل :

    xنجد أولا نقاط التقاطع مع المحور  
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  [0,1]  ,  [1,0-]أي أن فترات التكامل هي  

15

2

3

1

5

1
)

3

1

5

1
()0(]

35
[)( 0

1

30

1

5
24

1

−
=−=+

−
−=−=−= −

−
∫

xx
dxxxA  

15

2

3

1

5

1
)

3

1

5

1
(]

35
[)( 1

0

31

0

5
24

1

−
=−=−=−=−= ∫

xx
dxxxA  

15

4

15

2

15

2
21 =+=+= AAA  

  
  الحل :

    xنجد أولا نقاط التقاطع مع المحور  
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  [1,0-]  ,  [1-,3-]أي أن فترات التكامل هي  
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 ١٢٧

   f(x) = x2-4  . g(x) = -x + 2: جد المساحة المحددة بين المنحنيين  مثال 
  الحل : 

  
x2-4= -x + 2 → x2+x-6 = 0 → (x+3)(x-2) = 0→ x = -3  ,  x = 2  [-3,2] 

 
   f(x) = 9- x2  . g(x) = 5نحنيين  : جد المساحة المحددة بين الممثال 

  الحل :
        9-x2= 5 →4- x2  = 0 → x = ±2  [-2,2]   
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   [1,3]على الفترة   f(x) = x2+1  , g(x) = x – 1مثال : جد المساحة المحددة بين المنحنيين  
  xإذاً لا توجد قيم تقطع محور  x2+1= x – 1→x2-x+2=0    الحل :

  
   [1,3]على الفترة   f(x) = x2+1  , g(x) = x – 1احة المحددة بين المنحنيين  مثال : جد المس

  xإذاً لا توجد قيم تقطع محور  x2+1= x – 1→x2-x+2=0 الحل :

  
     f(x) = x2 , g(x) = xمثال : جد المساحة المحددة بين المنحنيين  

  x(x-1)=0 → x = 0 , x = 1    → x2-x=0 x2 = x → الحل :
  

  
  المساحة تساوي 
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    xالحل :ــ  نجد أولا نقاط التقاطع مع المحور  
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  الحل :
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  الحل :

    xنجد أولا نقاط التقاطع مع المحور  
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    [2,5]هي   ةأي أن فتر

4

3

4

3

12

9

12

6356
]

4

21
[]18[

3

2
]

4

4

4

25
[])12()15[(

3

2

]
22

1
])1(

3

2

2

1
)1(

2

3

2

3

5

2

5
2

2
5
2

2

35

2

2

1

=
−

=
−

=
−

=−−=−−−−−=

×−−=−−= ∫ ∫
x

xxdxdxxA

  

  
  الحل :

20)2)(2(04

0)3)(4(01212)()()(
2

222424

m=⇒=−+⇒=−

=+−⇒=−−⇒−−=−=

xxxx

xxxxxxxgxfxR
  

    [2,2-]هي   أي أن فترة

15

608

15

608

15

608

15

720112

1

48

15

112
48

15

80192
48

3

16

5

64

]24
3

8

5

32
[]24

3

8

5

32
[]12

35
[)12( 2

2

32

2

5
24

=
−

=
−

=
−

=−=−
−

=−−=

+
−

−
−

−−−=−−=−−= −
−
∫ x

xx
dxxxA

  

  
  

 

  
  
  
  
  

  الساعة السابعة مساءً   ٢٠١١\٢\٩تم بعون الله طباعة أول ملزمة من تأليفي بتأريخ 
  فرج | مدرس ثانوية الزاوية للبنين  وأعتذر لكم عن الأخطاء أن وجدت   مدرس الرياضيات |  إبراهيم عبد الله

  ة للإجابة على أسئلتكم واستفساراتكم يمكنكم الاتصال على الرقم وثانوية الزاوية للبنات | ملاحظ
 Ibrahim.ali1972@yahoo.comأو على الإميل       ٠٧٧٠١٧٣٤٥٦٩ \م 
  


